
Introduction aux isolants 
topologiques 

Laurent Lévy 
 Institut Néel, Université de Grenoble 



Plan 

• Cours n° 1: Structure de bandes topologiques des 
solides 
- Structure de bande des solides;  espace fibré de la physique 
quantique 
- Phase, courbure de Berry et indice de Chern 
- Mouvement semi-classique en présence de courbure de Berry 
- Application au mouvement en champ magnétique: mouvement 
semi-classique, quantification de Hall, application de la formule de 
Streda. Effets magnéto-galvanométriques 
Théorème TKNN: la conductance de Hall comme invariant 
topologique 

 - Les isolants topologique a 2D - Le modèle BZH  
- Observabilité de la phase de Berry: la polarisation  électrique des 
solides 

 - Les isolants topologiques 3D 



• Cours n° 2: Les états de surface des isolants 
topologiques 
 
-  3D: l’inversion de bande et les états de surfaces; le modèle le plus 
simple des états de surface 
- L’ARPES (spectroscopie de photoémission résolue en angle) 

     - Exemples de structure de bandes expérimentales; Bi2Te3, HgTe.  La 
chiralité des états de surface (résolution en spin et dichroisme). 
- Exemple de système polaire BiTeI: le rôle de l’interaction Rashba 
(spin orbite) 
- calcul réaliste de structure de bande: le modèle de Kane 
(semiconducteur Zinc-Blende) 

 - Applications au tellurure de Mercure: spectre ARPES, dichroisme 
circulaire et polarisation de spin 



• Cours n° 3: Les propriétés de transports 
 

- 2D: Effet Hall de spin: expériences multicontacts, le 
filtrage et la détection du spin: premiers pas vers la 
spintronique des isolants topologiques 
-  3D:  Propriétés des fermions de Dirac chiraux (différences 
avec le graphene) 
- L’effet de la phase de Berry et l’anti-localisation en 
présence de désordre 
- La quantification de Hall, le diagramme des phases de Hall 
des isolants topologique  
 



Isolants vs états de Hall quantique 

Argon solide: isolant atomique 
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Théorie des bandes dans les solides 
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Structure de bande 
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Invariant de surface (théorème de Gauss-Bonnet) 

Courbure gaussienne 
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Surfaces fermées: théorème de Gauss-Bonnet 
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Généralisation: indice de Chern des espaces fibrés 



L’espace fibré de la physique quantique 
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La phase de Berry en physique quantique 

Ambigüité de la phase en physique quantique 
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Phase de Berry d’un spin ½ dans un champ magnétique 
tournant: ruban de Moebius 



Cas d’un spin dans un champ magnétique orientable 
(sphère→sphère): notion d’indice de Chern 
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Mouvement semiclassique des états de Bloch 
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Effet de B et F sur le volume de l’espace des phases 
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Formule de Strěda 
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Application de la formule de Strěda 
Gaz d’électrons libres  
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Application de la formule de Strěda – cont. 
Généralisation a 3D 

Pas d’états étendus (bulk) au niveau de Fermi 
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Graphene, états de surface des isolants topologique  
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Analyse des trajectoires a la surface de Fermi 

Exemples de surfaces de Fermi 
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Quantification des orbites 
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Calcul de la densité d’états 
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Généralisation aux structures de bandes 

Operateur p+eA Jauge symétrique 















−
=

Bx

By
A

2
1
2
1



















+

−
=+=Π

Bxep

Byep
Aep

y

x

2

2

[ ]
P

eB
Q

eB

ieB

yx

yx

→
Π

→
Π

−=ΠΠ

,

, 

Variables canoniques conjuguées 
d’un système 1D  







 +== ∫ 2

1
2
1 nPdQJ
π

EBSK ( )
dJ

JdH
=ω

Aire délimitée par la trajectoire 
qans le plan Q-P 

dS
deBT

S
eB

J

eB
q

P
eB
qQ yx

επ
ω
π
π

2

2

22
2

,







==

=

→→

Formule très générale 

Orbite dans le plan 
Q-P 



Orbites fermées 
ou ouvertes suivant 
la direction de B 

Singularité de la densité d’états 
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Gaz d’électrons en champ magnétique 
groupe de translation magnétique  
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Cas d’un espace sous-jacent périodique 
(Zone de Brillouin): notion d’indice de Chern 

Exemple/ espace sous-jacent est 2D-périodique≡tore 

Espace des états: SU(2)≡SO(3)≡sphère 

Indice de Chern: tore→sphère 

( ) ( )qdmqH 
•+= σ1

dégénérescences 

sphère autour de la dégénérescence 

m: rayon du tore 



Expression de la conductance de Hall en terme d’invariant topologique 
(TKNN) 

Formule de Kubo 
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Zone de Brillouin 2D (tore)→SU(2)≡SO(3)  
Hamiltoniens de spin des systèmes 2D: indice de Chern ≡degré d’homotopie 

( ) 1−
= qSq Application inverse 

au voisinage de S 
≡1 si l’orientation est préservée 
≡-1 si l’orientation est inversée } Signe du Jacobien 

Degré d’homotopie est la somme de ces signes Dégénérescences →zéros du Jacobien 



L’indice de Chern (2D)≡nombre de dégénérescences  
à l’intérieur du tore 

C1=q1 

C2=q2 

0=− ∑
i

iT CC

Théorème de Gauss 

ZqC
i

iT ∈= ∑

Changement d’indice de Chern: sortie d’une dégénerescence du tore: 
Fermeture du gap en un point de la zone de Brillouin  



Changement de phase autour de la maille magnétique 

ψ état propre commun à H et TR’ 
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Exemple: modèle BHZ de l’effet Hall de spin 



Polarisation dans les solides et phase de Berry 
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Reconnection des fonctions d’ondes 

Pour une bande remplie:  la phase  θ de sa fonction d’onde 
 est ±1. C’est l’indice de Chern de la bande 

Cas 2D ∑=
remplie

nCC Cas 3D ( )pC 11 −=±=entier 

p: nombre de bandes P remplies sous εF Z 

Z2 



Etats d’interface des isolants topologiques 
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Modèle minimal pour les états de surface 
 fermion hélicoïdaux de Dirac  

xΠ yΠ

Confirmation expérimentale 
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Cas « idéal » 

HgTe : plusieurs 
« branches » 
(autres bandes) 
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Condition to get  ( ) 0=±=± kb
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ε

can be fulfilled only P symmetric system: 
1 parameter m is enough ! 

8 critical points at BZ corners (Γi)  

Questions: topology of what ? 
what’s special at the Γi ? 
How can do I find topological numbers 

Le modèle BHZ se généralise a 3→4 D 



Time reversal symmetry Θ Antiunitary op [e(iπσy) K]  Θ2=−1 

H(-k)=Θ H(k) Θ−1 T-symmetric Hamiltonian 

)(),( ii uu ΓΘΓ αα

degenerate 
Kramers doublets 

Liang Fu, C. L. Kane, PRB 76 045302 (2007) 

[Η,Θ]=0 spin 1/2 

at Γi  H(Γi)=Θ H(Γi) Θ−1 

consider matrix 
( ) ( ) ( )kukukw nmmn Θ−=

antisymmetric at Γi  
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Simplification [H,P]=0 )()( kuku


αα ±=− degenerate 
Kramers doublets 

∏=
m

mi ξδ # of odd-parity bands below Fermi level Push a P band above εF,  
topological phase transition 

A 3dimensions: invariant Z2≡signe ±1 
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